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(1) Keressük meg az

α(t) =

−t cos(t) + sin(t)
t sin(t) + cos(t)

3t2

 (t ∈ R)

térgörbének azon pontjait, amelyekben az értintőegyenese létezik és párhuzamos
az (x, z) illetve az (y, z) koordináta-śıkokkal!

Megoldás: A t pontbeli értintővektor:

α̇(t) =

t sin(t)
t cos(t)

6t

 (1p)

Ez a vektor akkor és csak akkor 0⃗, ha t = 0 (mert a harmadik koordináta
csak t = 0-ban tűnik el, ekkor viszont az első kettő is eltűnik). Tehát,
az érintőegyenes létezésének szükséges és elegendő feltétele, hogy t ̸= 0.
(1p) Továbbá, az értintővektor akkor és csak akkor párhuzamos az (x, z) ko-
ordináta-śıkkal, ha t cos(t) = 0. Ez a feltétel akkor és csak akkor teljesül,
ha t = 0 vagy t = (2k + 1)π

2
valamely k ∈ Z értékre. Azonban t = 0-t

már korábban kizártuk. (2p) Hasonlóan, az érintővektor akkor és csak akkor
párhuzamos az (y, z) koordináta-śıkkal, ha t sin(t) = 0. Ez pontosan akkor
áll, ha t = kπ valamely k ∈ Z \ {0} értékre. (1p)

(2) Rögźıtsünk tetszőleges a⃗, b⃗, c⃗ ∈ R3 vektorokat. Mutassuk meg, hogy ekkor

β(t) = a⃗t2 + b⃗t+ c⃗ (t ∈ R)

śıkgörbe!

Megoldás: Ha a⃗∥⃗b (beleértve azt is, hogy valamelyikük 0⃗), akkor β(t)
a a⃗s + c⃗ (s ∈ R) egyenesen fekszik minden t esetén, tehát śıkgörbe. (1p)

Különben, a⃗× b⃗ ̸= 0⃗. (1p) Vegyük észre, hogy

d

dt
⟨β(t), a⃗× b⃗⟩ = ⟨2t⃗a+ b⃗, a⃗× b⃗⟩ (1p)

= 2t⃗aa⃗⃗b+ b⃗⃗a⃗b = 0. (1p)

Ezért,

⟨β(t), a⃗× b⃗⟩
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állandó, azaz β képe abban a śıkban fekszik, amelynek egyenlete

⟨x⃗, a⃗× b⃗⟩ = ⟨c⃗, a⃗× b⃗⟩. (1p)

(3) Határozzuk meg

γ(t) =

√
t cos(t)√
t sin(t)
t

 (0 ≤ t ≤ 1)

ı́vhosszát!

Megoldás: Látjuk, hogy

γ̇(t) =

 1
2
√
t
cos(t)−

√
t sin(t)

1
2
√
t
sin(t) +

√
t cos(t)

1

 . (1p)

Innen számolással nyerjük, hogy

∥γ̇(t)∥2 = 1

4t
+ t+ 1 (1p)

=
(2t+ 1)2

4t
. (1p)

Végül:∫ 1

0

∥γ̇(t)∥ dt =
∫ 1

0

2t+ 1

2
√
t

dt =

∫ 1

0

t1/2 +
1

2
t−1/2 dt (1p)

=

[
2

3
t3/2 + t1/2

]1
t=0

=
5

3
. (1p)

(4) Állaṕıtsuk meg a

δ(t) =

cosh(t)
sinh(t)

t


görbületét és Frenet-bázisát a t = 0 paraméterű pontjában!

Megoldás: Minthogy

δ̇(t) =

sinh(t)
cosh(t)

1

 ,

úgy

δ̇(0) =

0
1
1

 . (1p)
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Továbbá,

δ̈(t) =

cosh(t)
sinh(t)

0

 ,

ı́gy

δ̈(0) =

1
0
0

 . (1p)

Innen:

δ̇(0)× δ̈(0) =

 0
1
−1

 . (1p)

Végül:

T⃗ (0) =
1√
2

0
1
1

 , B⃗(0) =
1√
2

 0
1
−1

 , F⃗ (0) = B⃗(0)× T⃗ (0) =

1
0
0

 , (1p)

és

κ(0) =

√
2

√
2
3 =

1

2
. (1p)


