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(1) Mutassuk meg, hogy a

a⃗(u, v) =

v cosu
v sinu

u

 (u, v ∈ R)

egy reguláris paraméterezett felületet határoz meg! Határozzuk meg a paraméter-
vonalait!

Megoldás: Kapjuk, hogy

a⃗u(u, v) =

−v sinu
v cosu

1

 , a⃗v(u, v) =

cosu
sinu
0

 . (1p)

Legyen adott egy

λa⃗u(u, v) + µa⃗v(u, v) = 0⃗

lineáris kombináció. Ekkor, a harmadik koordináta miatt λ = 0. (1p) Innen
viszont az első két koordináta miatt µ = 0 is teljesül. Azaz, a két vektor
lineárisan független. (1p)

A v0-hoz tartozó első paraméter-vonal |v0| sugarú hengeres csavarvonal (1p),
a második paraméter-vonalak egyenesek. (1p)

(2) A pozit́ıv térnyolcadban (x, y, z > 0) tekintsük az xyz = 1 implicit egyenlettel
megadott felület érintőśıkjait a p⃗ = (1, 1, 1) és a q⃗ = (1, 2, 1/2) pontokban.
Adjuk meg a metszetegyenesük egy pontját valamint egy irányvektorát!

Megoldás: Az általános pontban

gradx⃗(f) =

yz
xz
xy

 . (1p)

Innen

gradp⃗(f) =

1
1
1

 gradq⃗(f) =

 1
1/2
2

 . (1p)

Az érintőśıkok egyenletei

x+ y + z − 3 = 0, x+
1

2
y + 2z − 3 = 0. (1p)
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Ezek egy közös pontja (3, 0, 0) (1p), metszetük irányvektora pedig1
1
1

×

 1
1/2
2

 =

 3/2
−1
−1/2

 . (1p)

(3) Tekintsük a

c⃗(u, v) =

coshu cos v
coshu sin v

sinhu

 (u ∈ R, v ∈ [−π, π))

paraméterezett felületet. Írjuk fel azon egyköpenyű forgáshiperboloid egyen-
letét, amelyet c⃗ paraméterez! Keressük meg azon pontjait, amelyekben az
érintőśıkja párhuzamos az

x+ y = 0

egyenletű śıkkal!

Megoldás: A képhalmaz illeszkedik az

x2 + y2 − z2 = 1

forgáshiperboloidra. Ford́ıtva, e hiperboloid bármely (y ̸= 0-t teljeśıtő) pontjára
u = arsinh(z), v = arccot(x/y) paraméterek visszaadják a pontot. Ha y = 0,
akkor pedig x előjelétől függően v = 0 vagy v = π. (2p) Másrészt,

c⃗u(u, v) =

sinhu cos v
sinhu sin v
coshu

 , c⃗v(u, v) =

− coshu sin v
coshu cos v

0

 . (1p)

Ezek keresztszorzata

c⃗u(u, v)× c⃗v(u, v) =

− cosh2 u cos v
− cosh2 u sin v
coshu sinhu

 . (1p)

Ez a vektor akkor és csak akkor lesz párhuzamos (1, 1, 0)-ral, ha u = 0, v = π/4
vagy u = 0, v = 5π/4. (1p)

(4) Számı́tsuk ki a z = xy egyenlettel értelmezett felületnek az x2 + y2 ≤ 4
egyenlőtlenséget teljeśıtő részhalmazának felsźınét!

Megoldás: Egy paraméterezés:

r⃗(u, v) =

 u cos v
u sin v

u2 cos v sin v

 (u ∈ [0, 2], v ∈ [0, 2π]) (1p)
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Innen

r⃗u(u, v) =

 cos v
sin v

2u cos v sin v

 , r⃗v(u, v) =

 −u sin v
u cos v

u2(sin2 v − cos2 v)

 . (1p)

Felhasználva, hogy sin(2v) = 2 cos v sin v és cos(2v) = − sin2 v+cos2 v, valamint
az ismert add́ıciós szögfüggvény-azonosságokat, nyerjük, hogy

r⃗u(u, v)× r⃗v(u, v) =

−u2 sin(3v)
u2 cos(3v)

u

 . (1p)

Innen
∥r⃗u(u, v)× r⃗v(u, v)∥ = u

√
u2 + 1. (1p)

Végül:∫ 2

0

(∫ 2π

0

u
√
u2 + 1dv

)
du = 2π

[
1

3
(u2 + 1)

3
2

]2
u=0

=
2π

3
(5

3
2 − 1). (1p)


