Mi is (és mire is jO) egy tiszta Hodge-struktura?
Szabd Szilard

Egyenletrendszerek megoldasai, igy attételesen az algebrai varietdsok vizsgalata
a matematika egyik legrégebbi probléma&ja. A szamelmélet sok alapvet6 kérdése
nyilvanval6 moédon atfogalmazhaté egy X algebrai varietds raciondlis pont-
jainak létezésére vonatkozd kérdéssé. Példaul, az el6z6 lapszamban Téth Arpéd
cikkében taglalt, A. Wiles altal 1994-ben beldtott nagy Fermat-sejtés azzal ek-
vivalens, hogy az
2" +y"—2"=0, n>3

egyenlet dltal meghatdrozott gérbének nincs nem-trividlis (az ¢ = z,y = 0 és
y = z,x = 0 trividlis megolddsoktdl kiilénboz6) megolddsa Q felett; ennek koze
van az e lapszamban részletesen vizsgalt

y -2 —Ar—B=0

egyenletli elliptikus gorbék tulajdonsagaihoz. Az egyiitthatok legkisebb k6zos
tobbszordsével beszorozva lathatd, hogy minden Q-egyiitthatds egyenletrend-

szer ekvivalens egy Z-egyitthatéssal. Amennyiben az egyenletrendszer ho-

mogén polinomokbdl 4ll (azaz minden tag Ossz-fokszdma megegyezik, mint pl.

a Fermat-egyenletben), akkor az {gy kapott varietds projektiv lesz: mivel ekkor

minden (z,y, z) megoldds és minden 0-t4l kiilonbo6zs ¢ testbeli elemre (tx, ty, tz)

is nyilvan megoldds, ezért a “lényegesen” kiilonb6z6 (tehdt, nem csak egy megoldashdrmas
minden elemét ugyanazzal az dlland6val megszorozva kapott) megolddsokat ugy

nyerjiik, hogy a teljes megoldas-halmazt a Q* multiplikativ csoporttal leosztjuk.

Az igy kapott megolddshalmaz esetiinkben a

QP? = (Q*\0)/Q*

raciondlis projektiv sik részhalmaza. Hasonld érvelés barmely véltozdszamu,
csupa homogén polinombdl allé rendszerre is érvényes, azzal a kiilonbséggel hogy
a megoldas-halmaz esetleg valamely 2-t0l eltéré dimenzids projektiv tér része.
Amennyiben az egyenleteink nem homogének, akkor egy egyszerii eljardssal azza
tehetOk: bevezetiink egy 1j valtozot, és minden monomot megszorzunk az 1j
valtozé valamely hatvanyédval. Az elliptikus gorbe esetében példaul z-vel jeldlve
az 1j valtozét ennek eredménye az

yiz — a3 — Azz® — B2 =0

egyenlet. Természetesen, ezt az Uj valtozd lehetd legalacsonyabb hatvényaival
hajtjuk végre.

Adott egész-egyiitthatds egyenletrendszer esetén barmely ¢ primhatvanyra
redukciéval szdrmaztathatunk egy F-egyiitthatds egyenletrendszert, ahol F, a
g-elemii véges testet jeloli. Szintén érdekes kérdés az igy nyert algebrai egyen-
letrendszerek megoldhatdésdga egyre bévebb véges testekben: az ugynevezett



Hasse-elv értelmében ilyen (és valds) megolddsok bizonyos rendszereib8l ugya-
nis néha konstrudlhaté egész értékii megoldds. Az egyenletrendszert ismét
tekinthetjiik egy X algebrai varietds definidlé egyenleteinek F, felett. A véges
testek feletti eset elénye, hogy a megoldés létezésén tul azok szamat is vizsgalhatjuk,
azaz bevezethetiink egy

| X (Fgn)l
leszdmlalé-fuggvényt, ahol X (Fyn) az X definidlé egyenleteinek F 4n feletti megoldds-
halmazat jeldli.

Egy Q feletti X algebrai varietdshoz természetes és egyértelmii moédon tarsithatéd
egy komplex algebrai varietds is: az azt megadd egyenletrendszer komplex
test feletti megoldasainak halmaza. Egy sima komplex algebrai varietdson
viszont tobbek kozott természetes mddon adott egy X komplex analitikus
sokasag-struktira is: ez azt jelenti, hogy minden pontjanak egy elegendden sziik
kornyezetében bevezethetok a megszokott d-dimenzids komplex vektortéréhez
hasonlé zy, . .., zg koordinatak. Amennyiben X¢ teljesit egy topologikus feltételt
(az Osszefliggbséget), akkor az itt szerepld d érték fiiggetlen a tekintett ponttdl,
és X dimenziéjanak nevezzik. Ha pedig X projektiv, akkor a kapott X¢ kom-
pakt. A tovabbiakban X-rdl feltessziik, hogy sima és projektiv.

A fentiek alapjan vizsgalhatjuk az X-hez rendelt X¢ komplex analitikus
sokasdgon az ilyen sokasdgokhoz rendelt algebrai invariansokat. Az egyik ilyen
invarians-fajta az igynevezett komplex egytitthatés de Rham kohomolégia-csoportok,
amelyek valdjaban véges dimenzids komplex vektorterek. Konkrétan, minden
X komplex d-dimenzids sokasdghoz és k € {0,...,2d} szdmhoz tartozik egy
Hk,(X, C) véges dimenzidés komplex vektortér. A de Rham-kohomolégia értelmezéséhez
sziikség van az ugynevezett komplex-értéki k-adfoku differencidl-forma fogalmara.
Lokalis komplex analitikus koordinatakban egy k-forma egy

a= Zfﬁ’m(217 vy 2a)dzn, Ao ANdzp, AdZp, A AdZg, (1)

alaku kifejezés valamely sima fi 5 komplex-értékii fiiggvényekre, ahol az 6sszegzés
az Osszes lehetséges

k=p+q (2)
felbontésral, és
= (n1,...,np), O<m < <ny<d
m=(m,...,my), 0<my <---<myg<d

vektorokra fut. Rogzitett (p,q) par esetén a megfelelé a formét tiszta (p,q)-
tipusinak nevezziik; komplex analitikus sokasdgon egy k-forma (p, q)-tipusi
része j6l meghatarozott (azaz, a lokdlis koordinatarendszer vélasztasatdl fiiggetlen).
Az Xo-n értelmezett k-formdk vektorterét Q% (X, C)-val, a tiszta (p, q)-tipusi
formék vektorterét pedig QP4(X¢g, C)-val jeloljiik. Minden, az (2) egyenletet
teljesitd rogzitett (p, g, k) szdmhérmas esetén természetesen adédik tehdt egy

Tp,q :Qk(XCa C) — QP1(Xc,C)
a Z fam (215 za)dzn, Ao Adzg, AdZm, A AdZm,

|7i|=p,|m|=q

1Remélhetdleg, az olvasé nem téveszti Gssze az itt bevezetett ¢ szdmot a kordbban szintén
g-val jelolt primhatvannyal — mivel mindkét jel6lés bevett az elméletben, a szerz6 nem kivan
eltérni egyiktdl sem.



projektor, ahol « lokdlisan (1) dltal adott, és a fenti Gsszegzés az Gsszes rogzitett
p hosszisagu 7@ vektorra fut. A m, , leképezés globalis jél-definialtsédga a komplex
sokasag-struktiurabdl kovetkezik.

Mivel minden komplex analitikus sokasag egyuttal valés analitikus sokasag is,
emiatt értelmezhetd a differencidl-formékon egy természetes elsérendli linearis
differencidl-operator, a kiils6 derivalas. Bizonyos értelemben a kiils6 derivalas
analég a szemléletes geometriai perem-fogalmunkkal: ahogyan egy k-dimenziés
szimplicidlis komplexus pereme egy (k — 1)-dimenzids szimplicidlis komplexus,
éppligy egy a € QF(X¢, C) differencidl-forma kiilsé derivaltja egy (k-+1)-edfoki
da € QF1(X¢, C) differencidl-forma. Vagyis, minden k-ra adédik

d: Q¥ X¢, C) = (X, C).

Egy komplex sokasig esetében ennek az operatornak a konkrét alakjat a lin-
earitds miatt elegend6 (1) egy tagjdra megadni:

d(fam(z1,. o5 2a)dzn, Ao Ndzp, AdZpm, A2 ANdZp,)

d
— Z afﬁﬂﬁ dZs + afii’m dzs A dznl ARERRA dzm :
0z 0z, ’

s=1

Az itt szereplo differencidlasok a szokasos z = x+iy valds-képzetes felbontasban

’ of 1(of .of
32_2(33:“%)

Cauchy—Riemann operator, valamint annak konjugéltja:

af 1 (8f ,af)

0z 2\oz oy

Ahhoz, hogy a kiils6 derivaltban kapott dzs és dz; formédkkal bovitett rendszert
djra novekvd sorrendbe rendezhessiik, a kovetkezd relaciokat hasznalhatjuk:

dzgs Ndz, = —dz, Adzg
dzs; Adz, = —dz, AdZs
dz, Adz, = —dz, Adz,.

Azt mondjuk hogy a zért, ha daa = 0, és « egzakt, ha o = df valamely
B € Q" 1(X¢,C) formara. Kideriil, hogy minden egzakt forma zart, ennek
forditottja azonban altaldban nem igaz. A k-adik de Rham-kohomolégia cso-
port pontosan azt méri, hogy ez mennyire nem teljesiil: a H (’jR(X , C) vektorér
definicié szerint a zart k-formak vektortere leosztva az egzakt k-formdak vek-
torterével.

Algebrailag az el6bb bevezetett hdnyados minden tovabbi meggondolas nélkiil

értelmes, az azonban nem vilagos, hogy véges dimenziés-e. Ennek megvizsgilasahoz

hasznos W. Hodge tétele, amely kimondja, hogy a fenti hdanyados izomorf egy bi-

zonyos X-en adott masodrendi elliptikus linearis parcialis differencial-egyenlet

L? megoldésterével. Az deriil ki ugyanis, hogy ha X sima projektiv, akkor az X¢

komplex analitikus sokasagra a projektiv térrél egy specialis tulajdonsdgokkal

rendelkezd, igynevezett Kahler-metrika 6roklédik. A Kahler-metrika segitségével
bevezethetjiik az igynevezett

Ay =d*d+dd*



Hodge-Laplace operatort a Q% (X ¢, C) téren, ahol d*-vel d adjungélt operatorat
jeldljiikk az L? metrikara. A kovetkezd eredmény ma mar klasszikusnak szdmit

[5]:

Tétel 1 (Hodge). Legyen Xc-n adott egy Kihler metrika. Jeléljik H*(Xq)-vel
a belble szdrmaztatott Hodge—Laplace operdtor L? magjdt. Ekkor

Hro(Xe, C) =2 HF (X).

A H*(Xc) elemeit X¢ feletti harmonikus k-formdknak nevezziik. A kom-
pakt sokasagokon definialt elliptikus linedris parcialis differencidl-egyenletek altalanos
elmélete ekkor garantalja, hogy X¢ de Rham kohomoldgia-terei véges dimenzidsak.

A kiils6 derivalasnak minden komplex sokasdgon van egy természetes fel-
bontéasa

d=0+0

alakban, ahol minden a € Q9(X ¢, C) esetén

o = mpy1 4(da) € QPTHI(X o, C)
da = Ty g11(da) € QP (X, C).

Hasonléan a Hodge—Laplace operatorhoz, bevezethetjiik a
Ay =58+ 55

Dolbeault—Laplace operatort. Konnyen latszik, hogy ez az operator egy tiszta
(p, ¢)-tipusi formét ugyanilyen tipusi forméba képez. A Kéihler-geometria
alapvet6 azonossaga ekkor azt mondja ki, hogy

Ag =24,

EDbbél és az el6z6 észrevételbdl azonnal kbvetkezik, hogy a harmonikus k-formak
vektortere felbomlik tipus szerint:

HAX) = D HPUX),

pt+q=k

ahol H?9(X) a tiszta (p, q)-tipusti harmonikus formdak tere. Tovabbd, mivel A
konnyen lathatéan valds operdtor (azaz, kommutdl a komplex konjugéldssal),
azért 1étezik egy

HPa(X) = HOP(X)

izomorfizmus. A fenti fogalmak és eredmények részletesebb kifejtése megtalalhato
példdul a [4] tankonyv bevezetd fejezetében.

Az el6z6 paragrafusban nyert strukturat tetszéleges V' véges-dimenzids, kom-
plex konjugalédssal ellatott komplex vektortéren értelmezhetjik: azt mondjuk,

hogy V-n egy
V= @ Hr
ptq=k
direkt-6sszeg felbontas megad egy tiszta k-sulyt komplex Hodge-struktirét, ha
minden p, ¢ parosra teljesiil a kovetkezo feltétel:

Hp:a = HIP,



Ezzel a terminolégidval élve tehat Hodge tétele azt mondja ki, hogy a HX (X, C)
de Rham kohomolégia-téren létezik egy természetes tiszta k sulytd Hodge-struktira.
Kanyarodjunk vissza a kiindulé-pontunkhoz: a véges testek feletti algebrai
varietdsok raciondlis pontjainak kérdéséhez, amelyrél 1949-ben A.Weil négy
mély tulajdonsdgot sejtett meg. A Weil-sejtések teljes bizonyitasa P.Deligne
nevéhez fiz6dik [1], amely eredményéért 1978-ban Fields-éremmel jutalmaztak.
Magukat a sejtéseket itt teljes részletességgel nem kozoljiik, csupan egy azokbdl
kovetkezd, els6 latasra talan meglepd Gsszefliggést egy X algebrai varietds leszamlalo—
fliggvénye és az X-hez rendelt X¢ komplex analitikus sokasdg de Rham koho-
moldgia-tereinek dimenzidi kozott.

Tétel 2 (Deligne). Legyen X egy sima projektiv algebrai varietds Q felett.
Tegyiik fel, hogy véges sok prim q hatvdnyaitol eltekintve X leszdmldlo—filigguénye
polinom alak:

[ X (Fy)| = bag” + ba—14*"" + -+ + bo

valamely (q-t6l fiiggetlen) bo, . . ., by egyiitthatékra®. Ekkor, minden k € {0, ..., d}
esetén

by, = dimcH>% (X, C)

és minden k € {0,...,d — 1} esetén
dimcHo 5 (Xc, C) = 0.

A tétel feltétele er6snek tilinhet, am kideriil hogy az igy is lefed szdmos
érdekes esetet. Lassunk ezek koziil egyet!

Példa 1. Legyen X a Fermat-gérbe az n = 2 esetben, amelynek egyenlete
konnyen ldthatdan

= (z-y)(z+y)

alakra hozhato. Tegyik fel, hogy q # 2. Mivel a megolddsokat dtskdldzds erejéig
azonosnak tekintjik, kilénboztessiik meg az x # 0 és x = 0 eseteket. Az elsd
esetben elérhetjik, hogy x = 1 legyen, és bevezethetjik azu =2z —y,v =z +y
1ij koordindtdkat. Ekkor minden régzitett u # 0 érték esetén v = u~' mdr
egyértelmiien meghatdrozott. Mivel ¢ # 2, azért u és v pedig meghatdrozzdk y
€s z értékét:
y=2"1v—-u), z=2"'v+u).
Ldtjuk tehdt, hogy a F,P? projektiv sikon q — 1 ilyen megoldds van: minden
u € Fy\ {0} esetén [2: u™t —wu:u=t +u]. Mdsrészrél, amennyiben x = 0 akkor
sem y sem z nem lehet 0, igy dtskdlazdssal elérhetjik hogy y = 1 legyen. Ekkor
azonban z = 1, amely a q # 2 esetben két egymdastol kilonbozé megolddst
ad. Osszeadva a kilénbozé megolddsok szdmdt tehdt megkapjuk a leszdmldlo—
fuggvényt:
| X(Fg)l =q+1.

Mivel ez polinom, ezért alkalmazhato Deligne tétele, és azt kapjuk hogy

dimcHYz(Xc, C) = 1 = dimcH?2z(Xc, C),

2A tétel ennél gyengébb feltételek mellett is igaz, amelyek kimonddsa azonban itt t1l tech-
nikai lenne.



dimcH}p(Xc,C) = 0.

Ellendrizzik most le geometriailag a kapott eredményt! A Fermat-egyenlet n = 2

esete eqy sima mdsodfokiu gorbét hatdroz meg a projektiv sikon. Ismert elemi pro-

jektiv geometriabol, hogy a komplex szdmok felett barmely sima mdsodfoki gorbe
homeomorf egy két-dimenziés S? gombbel. Az S? kohomoldgia-csoportjainak di-
menzidja bizonyos standard technikdk alkalmazdsdval egyszeriien kiszamolhatok:

a 0-adik kohomoldgia-csoportjat az dllandd figguények alkotjik, amelyek értelemszerien
1-dimenzids vektorteret hatdaroznak meg. A mdasodik kohomolégia-csoportjat barmely
rogzitett térfogati formdjanak tobbszorosei alkotjdik. Végil, azt hogy az elsd ko-
homoldgia-csoportja eltinik, kicsit korulmeényesebb szabatosan beldtni; kévetkezik
példdul abbdl a szemléletesen (de matematikailag nem teljesen) nyilvinvald észrevételbdl,
hogy S?%-n minden hurok “pontra hizhatd”.

Noha Deligne tételeinek kimonddsa nem hasznalja a Hodge-struktira fo-
galmat, a bizonyitds technikai részletei sokat meritenek a tiszta Hodge-struktirak
egy altalanositasanak, az igynevezett kevert Hodge-struktiurak tulajdonsagaibdl,
amelyek kidolgozasa szintén Deligne érdeme [2], [3]. Tovabbd, N. Katz dltaldnositotta
Deligne tételeinek fenti kovetkezményét arra az esetre, amikor X nem feltétlentil
sima projektiv [6]; ennek az §ltaldnositdsnak mér a kimonddsa is a kevert
Hodge-struktirdkon alapul. Ezen tovabbi elméletek magyarazata azonban mér
tilmutat jelen cikkiink keretein.

References

[1] P.Deligne, La conjecture de Weil: I, Publ. Math. THES, 43, 1974.
[2] P.Deligne, Théorie de Hodge. II, Publ. Math. THES, 40, 1971.
[3] P.Deligne, Théorie de Hodge. III, Publ. Math. THES, 44, 1974.

[4] P.Griffiths, J. Harris, Principles of Algebraic Geometry, John Wiley & Sons,
1978.

[5] W.Hodge, The Theory and Application of Harmonic Integrals, Cambridge
University Press, New York, 1941.

[6] N.Katz, E-polynomials, zeta-equivalence and polynomial count varieties,
fliggelék itt: T.Hausel, F. Rodriguez-Villegas, Mized Hodge polynomials of
character varieties, Invent. Math. 174, 2008.



